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弱連成レゾネーターを用いた高感度計測
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あらまし　弱連成された同等な物理特性を有する 2つのレゾネータに発生するモード局在化を使った
高感度質量センサーを紹介する。一方のレゾネーターに計測対象の質量を付加した場合、モード局在
化によって、振幅比が大きくずれる。この振幅比変化を用いた、高感度計測法が盛んに研究されてい
る。本研究では、粘性減衰が存在する非真空環境下でモード局在状態を実現するために、非線形フィー
ドバックにより、van der Polタイプの自励振動をレゾネーターに発生させる。ピコグラムオーダーの
計測結果を示して計測感度を明らかにし、提案方法の有効性を示す。
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Highly sensitive sensors with weakly coupled resonators
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Abstract We present a highly sensitive sensor that uses mode localization occurring in two weakly coupled
resonators with equal physical properties. When a mass to be measured is added to one of the resonators, for
example, the amplitude ratio shifts significantly due to mode localization. High-sensitivity measurement
methods using such amplitude ratio change have been actively studied. In this study, in order to realize a
mode-localized state in an experimental environment with viscous damping, a resonator generates van der
Pol-type self-excited oscillations by nonlinear feedback. The results of picogram-order measurements are
presented and the effectiveness of the proposed method is discussed.
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1. はじめに
マイクロエレクトロメカニカルシステム（MEMS）やナノエレクトロメカニカルシステム（NEMS）の進
歩により、微細なセンサー（質量センサー、力センサー、バイオセンサー、走査型顕微鏡など）が開発さ
れ、高感度・高精度計測に向けて様々な研究が行われている [1]。レゾネーター（主として cantilever beamや
fixed-fixed beam)は、これらのセンサーの計測原理を実現する基本的機械要素であり、その非線形特性特性を
積極的に利用して広く MEMS/NEMSの高機能化が図られている（例えば、[2]を参照）。本発表では、レゾ
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ネーターを用いた質量センサーを取り上げ、2つのレゾネーターのモードシフトを利用した高感度計測法 [3]
を取り上げ、自励発振を援用した非真空環境下で高感度微小質量計測法を紹介する。

2. 質量計測の感度（周波数シフト法とモードシフト法の比較）
まず一般に微小質量計測で使われている、レゾネータの固有周波数シフトを利用した計測法の感度を示す。
図 1 のようなレゾネーターに計測質量 Δ𝑚 を付加し、その時レゾネータに生じる固有周波数シフトを測定
する。
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図 1: 固有周波数シフトを使った質量計測（レゾネーターに計測質量を付加した時の固有周波数シフトを測定
する）

質量の運動方程式は

(𝑚 + Δ𝑚) 𝑑
2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑐

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑥 = 0, (1)

であり、質量付加が無いときの固有周波数を 𝜔0、付加後のそれを 𝜔′ とおくと、付加質量 Δ𝑚 と周波数シフ
ト Δ𝜔 = 𝜔 − 𝜔0 との関係は

Δ𝜔
𝜔0

= −1
2

{
Δ𝑚
𝑚
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((
Δ𝑚
𝑚

)2
)}

, (2)

のようになり、周波数シフト法において感度は 1/2に定され、それ以上の向上は原理的に不可能である。
この限界を打破するため、モードシフトを用いた計測原理が提案された [3]。図 2が解析モデル図である。
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図 2: モードシフトを使った質量計測（弱連成した二つの同一レゾネーターの片方に計測質量を付加した時の
モードの変化を測定する）

同一の質量 𝑚 およびばね定数 𝑘 を持つ二つのレゾネータをばね定数 𝑘𝑐 で連成させる。一つのレゾネータ
に計測質量 Δ𝑚 を付加する。レゾネーター I、IIの運動の変位 (それぞれのばねの伸び）𝑥1 と 𝑥2 を支配する
無次元運動方程式は以下のように表せる。
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ここで、𝜔 =

√
𝑘

𝑚
、𝛾 =

𝑐

2
√
𝑚𝑘
、𝜅 =

𝑘𝑐
𝑘
、𝛿 =

Δ𝑚
𝑚
は、それそれ、単一レゾネーターの固有周波数、減衰比、

レゾネーターのばね定数に対する連成ばね定数の比（無次元連成剛性）、レゾネーターの質量に対する計測質
量の比（質量比）を表す。なお、図中の Δ𝑥 は後述の加振入力であり、ここでは 0とする。減衰を無視したと
き、1次モードにおける、𝑥1 と 𝑥2 の振幅比は以下のような関係にある。[

𝐴1
𝐵1

]
=

[
1

1 + 𝛿

2𝜅

]
+𝑂 (𝛿2) (5)

付加質量が 0の場合、振幅比は 1:1であるが、付加質量によって、振幅比が１：１から変化（モードシフト）
する。特に連成剛性比を小さくすることによって、付加質量が小さい場合であってもシフト量は大きくなり、
感度を 1/2よりはるかに大きくできる。

3. 自励発振を用いたモードシフトの測定法
測定環境には粘性が存在するため、粘性を無視して上記のモードを実際に測定するためには工夫が必要で
ある。図 1に示された Δ𝑥 に周期的な変位加振入力

Δ𝑥 = 𝑎 cos 𝜈𝑡 (6)

を与え、強制振動下で発生する共振状態での 𝑥1 と 𝑥2 の振幅比から、モードを求めるのが最も簡便な方法で
あるが、粘性が存在する場合、固有モードを正確に求めることはできず、粘性が大きい環境下では Q値が下
がり、共振ピークがなくなるため固有モードそのものの測定が不可能になる。
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そこで、加振入力を

Δ𝑥 = 𝛼

∫
𝑥1𝑑𝑡 (7)

のように設定し、減衰力を相殺する [4]. この時、レゾネーターの無次元運動定式は以下の様にかける。[
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]
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[
0
0
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, (8)

ここで、𝑡∗ =
√
𝑘/𝑚𝑡 は無次元時間であり、ドットは無次元時間による微分を表す。𝛽 = 𝛼

√
𝑚/𝑘 であり、左

辺の第 2項から減衰力をフィードバックで打ち消し、Hopf分岐点近傍で連成レゾネーターを自励発振させる
ことが可能で、非真空の実環境においても、𝑥1 と 𝑥2 の振幅比からモードを実験的に測定できることがわかる
（必要なフィードバックゲインに関する計算理論は [4]を参照）。
ところで、線形モードのシフトを測定するためには、発振時の振幅は小さく抑えなければならない。そこ
で、安定なリミットサイクルを作るため（超臨界 Hopf分岐を発生させるため）さらに非線形フィードバック
を加えて、以下のよう加振変位 Δ𝑥 をレゾネーターに与える [5]。

Δ𝑥 = 𝛼

∫
𝑥1𝑑𝑡 + 𝛼′

∫
𝑥3

1𝑑𝑡 (9)

非線形フィードバックのの効果により、式 (3) に van der Pol 　振動子に含まれる非線形減衰項と同様な項
𝑥2

1
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
がうまれる。このとき、非線形フィードバックゲインを適切に設定することにより安定なリミットサ

イクルを作ることができるので、連成レゾネーターは低振幅定常自励発振し、レゾネータの振幅比から線形
モードが測定できる。

4. 実験結果
図 3に示す装置を製作し質量計測を行った。レゾネーター（マイクロカンチレバーの等価質量は 306 ng）を
用いて、質量既知（1855 pg）のマイクロビーズを計測した結果を図 4に示す。この時、質量比 𝛿は 6.06×10−3

である。
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図 3: 弱連成マイクロカンチレバーを用いた質量計測実験装置
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図 4: 質量計測結果 ((a)質量を付加していない場合の振幅、(b)質量を付加した場合の振幅）

(a)は質量を付けていない場合であり、振幅比はほぼ 1:1である。これに対して質量を付けた場合、振幅比
は (b)に示すように、1:1.24に変わる（モードシフトする）。この結果から計測感度は 0.24/(6.06×10−3) = 39
であり、周波数シフト法による感度 0.5を大きくしのぐ計測感度が得られた [6]。

5. おわりに
弱連成するレゾネーターに発生するモード局在化現象を利用した質量計測技術を紹介した。高感度化には、
物理特性が等しいレゾネータを弱連成させることが必要である。実際の計測装置において、これらの要求を
実現するために、近年さまざまな提案がなされている。発表ではそのいくつかを紹介したい。
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